Okna topologiczne i zagadnienie luk

Oznaczenia i definicje

M - rozmaitosé¢ 2n + 2 wymiarowa. f: M — M. A C M - pierScien opisany wspotrzed-
nymi (I, ¢), gdzie I € [0,1],¢ € S', niezmienniczy ze wzgledu na f (dlatego czasem bede
zapisywal f zamiast f|a.

DEFINICJA 1. f nazywamy monotonicznym odwzorowaniem przekretu, jesli

A(pgof)

a7~ > 0w calym A.

DEFINICJA 2. Pierwotny torus niezmienniczy (PTN), to niezmienniczy ze wzgledu
na f, jednowymiarowy torus w A, ktory nie jest Sciggalny do punktu w A .

Kazdy taki torus jest wykresem pewnej funkeji lipszicowskiej (w wiekszosci definicji
bede zakladal, ze gladkiej, ale wyniki mozna przeniesé na przypadek lipszicowski) od ¢.

DEFINICJA 3. Obszar w A, ograniczony dwoma PTN, nie zawierajacy w swoim
wnetrzu zadnego PTN nazywany jest strefg niestabilnosci Birkhoffa.

Strefy niestabilnosci Birkhoffa dla monotonicznych odwzorowan przekretu posiadaja
ciekawg wlasnos¢: jesli jej torusy brzegowe sa topologicznie tranzytywne, to istnieja tzw.
orbity Birkhoffa, ktére przecinaja dowolne otoczenie dowolnego punktu z pierwszego i z
drugiego torusa brzegowego.

Zbiory i odwzorowania wystepujace w powyzszych definicjach bardzo czesto sie po-
jawiaja po zaburzeniu catkowalnych uktadéw Hamiltonowskich.

Model topologiczny problemu

Rozwazam gtadki dyfeomorfizm F' : M — M. Zaktadam, ze istnieje niezmiennicza
podrozmaitosé normalnie hiperboliczna A. W kazdym punkcie p € A mamy n-wymiarowe
rozmitosci: stabilng i niestabilng (W#(p) i W*(p)). F|a jest zachowujacym forme obje-
tosci monotonicznym odwzorowaniem przekretu. Dla dowolnego podzbioru 7" C A (w
szczegblnosci dla PTN) mozna zdefiniowaé jego rozmaitosé stabilng i niestabilna:

w(T) = [J wep), wT) = [JW"(p)

peT peT
Rozmaitosci te niekoniecznie sa gtadkie, ale ich wtokna - tak. Ponadto, F' przenosi ich
wlokna na wlékna odpowiadajace. Zaktadam, ze W*(T) i W*(T') przecinaja sie trans-
wersalnie wzdluz 2-wymiarowej rozmaitosci gltadkiej I' zwanej kanatem homoklinicznym.
Wtedy Vo € I' T,M = T,W"(A) + T,W*(A), T,W*(A) NT,W*(A) =T,I'. Z normalnej
hiperbolicznoéci A wynika, ze dla dowolnego x € W*(A) istnieje dokladnie jeden punkt
xt € A, taki, ze x € W*(z™T). Analogiczng funkcje petni = dla z € W*(A). Dla kazdego
punktu x € I' mamy:

TW(A) = TW* (a+) & To(T); TWH(A) = T,W(a) & Tu(T).

Przy tych wszystkich zalozeniach mozna zdefiniowaé¢ odwzorowania QF : W#(z) >
x — xt € Aoraz QF : W¥(z) 2 z — 2~ € A. Zmniejszajac ewentualnie I' mozemy
zalozy¢, ze zawezenia QF do I' sg homeomorfizmami. Dlatego mozemy zdefiniowaé home-
omorfizm S = QT o (27)~! 0 odpowiedznio dopasowanej dziedzinie i przeciwdziedzinie.
S nazywane jest funkcjg rozpraszania.

Funkcja rozpraszania ma nastepujaca wtasnosé: jesli T', T” sg niezmienniczymi glad-
kimi torusami w A i S(7) ma przeciecie transwersalne z 7", to W*(7T') ma transwersalne
przeciecie z W9 (T").

Model topologiczny:

Rozwazamy ciag PTN {T;};,cz w A. Ciag ten jest podzielony na tzw. lancuchy
przechodnie {7} }i—i, ,+1.. 4, rozdzielone ,wielkimi lukami” pomiedzy torusami T;, i 7}, 41.
Spetnione sa nastepujace wtasnosci:

(A1) W*(A) i W*(A) maja transwersalne przecigcie wzdtuz kanatu homoklinicznego
I, a kazdy torus z danego ciagu przecina dziedzine funkcji rozpraszania.

(A2) Zawezenie f do kazdego z toruséw T; jest topologicznie tranzytywne.

(A3) Kazdy podciag toruséw (7;)i—i,+1,...ir,, jest faicuchem przechodnim, tzn. ist-
nieje fragment tuku 7; C T; w dziedzinie funkcji rozpraszania taki, ze S(7;) przecina



&

transwersalnie 7;,; w dokladnie jednym punkcie dla i = 1 + 2,... ik — 2, za$ dla
i =1+ 1,9k 1 — 1 S(7;) przecina transwersalnie T;,; w doktadnie trzech punktach.

(A4) Obszar w A, ograniczony T;, i T;, 11 jest strefg niestabilnosci Birkhoffa.

(A5) Kazdy torus, ktéry nie jest brzegiem jednej ze stref Birkhoffa, moze byé¢ C°-
aproksymowany z obu stron przez torusy niezmiennicze w A.

Wtedy mamy:

TWIERDZENIE 4 (Zasadnicze Twierdzenie Tego Referatu). W sytuacji opisanej powyzej,
dla dowolnego ciggu liczb dodatnich (€;);cz istnieje cigg (2;)icz 1 ciag dodatnich liczb
catkowitych (n;)icz, taki, Ze dla kazdego i € Z zachodzi:

Zitl = Fm(Zz), d(Zi,T[) < €.

Metoda dowodzenia: okna topologiczne.
Rozwazam n-wymiarowa rozmaito$¢ M i odwzorowanie ciagte f: M — M.

DEFINICJA 5. Okno w n-wymiarowej rozmaitosci M to zwarty zbior W C M, wraz z
ciagla lokalna parametryzacja (z,y) : U — R* X R® (u+ s = n), zadang na U - otoczeniu
W, taka, ze obraz W w tej mapie to prostokat [0, 1]* x [0,1]°. Odtad zasadniczo nie
rozrézniam W i [0, 1]* x [0, 1]*.

DEFINICIA 6. Dla okna W oznaczam zbiér wyjscia: W= = 0[0,1]* x [0,1]* i zbior
wejscia W+ = [0, 1]* x 9]0, 1]°.

Niech W; 1 W3 beda (u, s)-oknami.

DEFINICJA 7. W7 jest poprawnie polgczone z Wy | jeSli f(W7 )N Wy =0, f(W7)N
Wyt = 0 oraz istnieje yo € [0, 1]° takie, ze f* : H“([0,1]* x {yo},d[0,1]* x {yo}) —
H"(]0,1]" x [0,1]%,0[0, 1]* x [0, 1]*) jest niezerowe.

Przy sprawdzaniu poprawnego potaczenia okien, najwygodniej korzystac¢ z ponizszego
kryterium:

TWIERDZENIE 8. Jesli speinione sqg nastepujgce zalozZenia:

(1) Istnieje ciggla homotopia h : [0, 1] x Wi — R*xR® taka, ze hg = f, h([0,1], W )N
Wo =0 i h([0,1], W) N W, = 0.

(i1) Istnieje odwzorowanie liniowe” A : R* — R", takie, zZe hi(x,y) = (Ax,0) oraz
A(0[0,1]*) c R*\ [0, 1]“.

Ponizsze wlasnosci sg przyktadem uzytecznosci okien:

TWIERDZENIE 9 (Wtasnosé Wazewskiego). Niech W; bedzie ciggiem (u, s) okien, za$
fi - ciagiem funkcji ciggltych w M, i € Z. Jesli dla kazdego i W; jest poprawnie potgczone
2z Wii1 przy pomocy f; to istnieje p € Wy takie, ze dla kazdego i zachodzi: fi;o... fo(p) €
Wi1. Ponadto, jesli dla pewnego k @ kazdego v Wi, = W;, to punkt p mozna wybraé tak,
ze fr_10... fo(p) =p.

TWIERDZENIE 10. Niech W; bedzie ciggiem roztgcznych (u, s) okienw M, i=0...k—
1, f - funkcjq ciggle. Jesli dla kazdych i, j W; jest poprawnie potgczone z W przy pomocy
f to istnieje maksymalny f-niezmienniczy 2bior S C U;_q ;. int(W;) i semisprzgzony
z przesunieciem na k symbolach. Co wiecej, przeciwobraz kazdej orbity okresowej w Yy
przez surjekcje sprzegajgcq zawiera orbite okresowq f.

TwIERDZENIE 11 (Kontynuacja). Niech Wi bedzie poprawnie polgczone z Wy ze
wzgledu na f. Wtedy istnieje € > 0 takie, Ze dla dowolnego odwzorowania cigglego g,
ktore lezy e-blisko f, W1 jest poprawnie polaczone z Wy ze wzgledu na g.



