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Stopien pola wektorowego w réwnaniach rézniczkowo-algebraicznych.

1. Stopien pola wektorowego - podstawowe informacje

Niech M bedzie podrozmaitoscia R” wymiaru m, w - rézniczkowalnym polem wek-
torowym na M, a W - otwartym podzbiorem M takim, ze w='(0) N W jest zwarte (w
W) (inaczej méwiac: w i W sa dopuszczalne). Wtedy parze (w, W) mozna przypisaé
liczbe catkowita deg(w, W) zwana stopniem pola wektorowego w W. Na przyktad, jesli
wszystkie zera pola wektorowego sa niezdegenerowane (tzn. jesli kazde p € M spetniajace
warunek w(p) = 0 spelnia tez det dyw # 0), to zbior Wy = w=(0) N W jest skoriczony i
mozna zdefiniowac:

deg(w, W) = Z sgndet d,w,
qeWy
gdzie T, M za kazdym razem utozsamiam z R™, tak wigc odpowiedni wyznacznik jest
dobrze zdefiniowany.
Zamiast Scistej definicji przedstawie uzyteczne wlasnosci stopnia:

WEASNOSC 1 (Rozwiazalnosé). Jesli deg(w, W) # 0, to istnieje p € W takie, Ze
w(p) =0.

WEASNOSC 2 (Addytywnosé). Jesli Wy i Wy sq rozlgeznymi, otwartymi podzbioramsi
M, to deg(w, Wy U Wy) = deg(w, W) + deg(w, Wa).

WEASNOSC 3 (Wycinanie). Jesli V-C W jest otwarte i zawiera Wy, to deg(w, W) =
deg(w, V).

WEASNOSC 4 (Kontynuacja). Jesli h : M x [0,1] — R"™ jest homotopig pdl wek-
torowych dopuszczalnych na W. Witedy deg(h(-, \), W) nie zalezy od A.

Dzieki wlasnosci wycinania mozna zdefiniowaé indeks dla izolowanego zera pola wek-
torowego. Jedli ¢ jest takim izolowanym zerem dla w, to indeks i(w, q) definiujemy jako
stopien deg(w, V'), gdzie V' jest odpowiednio malym otoczeniem q. Wtedy:

deg(w, W) =Y i(w,q).

qeWo
2. Réwnania rézniczkowo-algebraiczne i stowarzyszone pola wektorowe

Rozwazam réwnanie rézniczkowo-algebraiczne (RRA) w nastepujacej postaci:

T = f(a?,y),
(1) { g(z,y) = 0,

gdzie g : U — R®, f: U — R* sg ciaggle na otwartym, sp6jnym zbiorze U C R¥ x R*, ¢
jest klasy C'* i 0yg (pochodna czastkowa ze wzgledu na druga zmienna) jest odwracalna
w catym U.

Niech "> 0, A > 0i h : R x U - ciagte i T-okresowe. Zajme sie poszukiwaniem
T-okresowych rozwiazan uktadu:

&= f(z,y) + Ah(t, z,y),
2) "y
9(x,y) = 0.
M := g1(0) jest rozmaitoscig klasy C'™, lokalnie reprezentowana jako wykres funkcji
z otwartego podzbioru R¥ w R®. Jednak bezpoéredni opis tej rozmaitoéci moze by¢
niemozliwy do znalezienia analitycznie, badz niepraktyczny w zastosowaniach.
Niech ¢ = (z,y) € CH(I,RF x R?®) bedzie rozwigzaniem (2) dla danego \. Definiuje
funkcje:

VM3 (p,q)— (f(p.q), —[029(p, q)] ' 019(p.q) f(p,q)) € Ty M,
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T:Rx M3 (tp,q) — (h(t,p,q), —[0:9(p, )] 01g(p, Q) h(t, p,q)) € Tpgy M.

Réwnania (1) i (2) sa rownowazne zwyczajnym réwnaniom rézniczkowym na roz-

maitosci M: odpowiednio ¢ = ¥(¢) i ¢ = W(¢) + AT (t, ).

3. Gléwny wynik

Definiuje F : U > (p,q) — (f(p,q),9(p,q)) € R¥ x R*. Oto Zasadnicze Twierdzenie
Tego Referatu:

TwiERDZENIE 1 (ZTTR, Spadini, 2009). Przy oznaczeniach i zatoZeniach takich jak
do tej pory o U, f, g, F,V, jesli deg(V, M) lub deg(F,U) jest dobrze zdefiniowany, to drugi
z mich tez 1 zachodzi zaleznosc:

| deg(W, M)| = [deg(F, U)|.
W dowodzie korzystam z technicznego lematu:
LEMAT 2. Niech € > 0. Istnieje f. - funkcja klasy C*, taka, Ze

sup ||fe(p.q) — f(p,@)|| <e
(p,q)€U

i dodatkowo taka, Ze (0,0) jest wartoscig regularng odwzorowania F, = (fe, g).

4. Zbiér rozwigzan T-okresowych

0,00) X

Przez Cr(U) oznaczam zbidr funkcji ciagtych o wartosciach w U. (v;z,y) € |
(x,y) jest

Cr(U) jest para rozwiazan, jesli (z,y) spelnia (2) dla A = v. Pare taka, ze
state, a v = 0 nazywamy trywialng.

TWIERDZENIE 3. O U, g, f,h,T, F zakladam to, co do tej pory. Niech Q C [0,00) X
Cr(U) bedzie zbiorem otwartym, a deg(F,U N Q) # 0. Wtedy istnieje spdjny zbior T’
nietrywialnych par rozwigzan (2), ktérej domkniecie w [0,00) x Cr(U) przecina zbior
trywialnych par rozwigzan i nie jest zawarty w zZadnym zwartym podzbiorze ).

WnNI0SEK 4 (Kontynuacja). Jesli dodatkowo M = ¢g=1(0) jest domkniete w R* x
Rs. Niech deg(F,U N Q) # 0. Wtedy istnieje skladowa spdjna zbioru par rozwigzai,
przecinajgca zbior trywialnych par rozwigzan, ktora nie moze byc jednoczesnie ograniczona
1 zawarta w €.

W szczegdlnosci, gdy Q = [0,00) x A, gdzie A C Cp(U) jest otwarty, ograniczony i
taki, ze w OA nie ma T-okresowych rozwigzan (2) dla X € [0, 1] wtedy réwnanie (2) przy
A =1 ma T-okresowe rozwigzanie w A.

5. Zastosowania

Niech (po, qo) bedzie izolowanym zerem F', a v : V' — R?® funkcja zadana na otoczeniu
Do, taka, ze M jest jej wykresem w otoczeniu danego punktu.

DEFINICJA 5. (po,qo) jest T-rezonansowym zerem F| jesli dla A = 0 nastepujaca
linearyzacja:

& = [01f (Po, @) — O2f (Po, 0) dpo,a0) 1€

posiada niezerowe, T-okresowe rozwigzania.

Jesli (po, qo) jest zerem nie T-rezonansowym F, to jest zerem niezdegenerowanym. W
szczegblnosci, i(F, (po, qo)) # 0.

DEFINICJA 6. Niech Y-przestrzen metryczna i X C [0,00) x Y. A C 0 XY jest
wyrzutnig dla X jesli jest zbiorem otwartym (w 0 X Y) i istnieje sktadowa spdjna X,
przecinajaca A i niezawierajaca si¢ w 0 X Y.
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TWIERDZENIE 7. Przy zalozeniach jak w twierdzeniu 1, f-klasy C*, M = g=1(0) -
domkniete w R* xR®. Niech (p;,q;) dlai = 1,...,7 bedg zerami nie T-rezonansowymi dla
P, takimi, ze: deg(F,U) # Y7 i(F, (pj, q;)). Zaléimy, ze (1) nie ma nieograniczonego,
spajnego zbioru rozwigzan T-okresowych w Cp(U). Wtedy istnieje co najmniej v + 1
réznych T-okresowych rozwigzari (2) dla odpowiednio malych X.
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