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Granice odwrotne i ich zastosowania w ekonomii

1. Wprowadzenie

Rozwa»amy równanie ró»nicowe

B(xt) = A(xt+1),

którego rozwi¡zanie stanowi¡ ci¡gi x0, x1, . . . liczb rzeczywistych. Funkcje A i B s¡ ci¡gªe
okre±lone na [0,∞), o warto±ciach w [0,∞), o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

(1) funkcja B jest rosn¡c¡ bijekcj¡;
(2) funkcje A i B s¡ liniowe i rosn¡ce na przedziale [c,∞) dla pewnej liczby dodatniej

c; wspóªczynnik kierunkowy funkcji A|[c,∞] jest mniejszy ni» wspóªczynnik kierunkowy
funkcji B|[c,∞];

(3) na pewnym przedziale [0, b] (z b < c) funkcja A jest rosn¡ca oraz A(0) > 0 b¡d¹ A jest
malej¡ca na [0, c];

(4) na przedziale (b, c] funkcja A jest malej¡ca oraz istnieje x ∈ (b, c) taki, »e A(x) = B(x).
De�niujemy x oraz x w nast¦puj¡cy sposób:

B(x) = A(c), B(x) = A(x).

Interesuje nas przypadek x > c.
De�niujemy funkcj¦ f(x) := B−1 ◦A(x) i otrzymujemy ukªad dynamiczny

xt = f(xt+1).

2. De�nicje

Kontinua

• Kontinuum nazywamy zwart¡ spójn¡ przestrze« metryczn¡.
• Kontinuum jest rozkªadalne, gdy mo»na je przedstawi¢ jako sum¦ dwóch wªa±ciwych
podkontinuów. Kontinuum nazywamy nierozkªadalnym gdy nie jest kontinuum rozkªadal-
nym.

Odwrotne granice

Niech k > 0. Przez D oznaczamy {n ∈ N : n > N} dla pewnej liczby dodatniej N .

• Dla ka»dego n ∈ D przez Xn oznaczmy niepust¡ przestrze« metryczn¡, natomiast przez
fn ci¡gªe odwzorowanie z Xn+1 do Xn. Par¦ (Xn, fn) nazywamy ci¡giem odwrotnym.
• Odwrotn¡ granic¦ ci¡gu odwrotnego stanowi podzbiór przestrzeni produktowej∏

n∈DXn o elementach x (z n-t¡ koordynat¡ równ¡ xn) takich, »e fn(xn+1) = xn.
Odwrotna granica ci¡gu odwrotnego oznaczana jest przez lim←−(Xn, fn).
• Niech X b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡, f b¦dzie ci¡gªym odwzorowaniem z X
do X. Przez X∗ = lim←−(X, f) oznaczamy odwrotn¡ granic¦ ci¡gu odwrotnego, w którym
Xn = X i fn = f dla ka»dego n ∈ D.
• De�niujemy odwzorowanie

f∗(x) = f∗((x0, x1, . . .)) = (f(x0), f(x1), . . .) = (f(x0), x0, x1, . . .)

. Odwzorowanie f∗ jest homeomor�zmem z X∗ do X∗.

3. Dynamika ukªadu

Twierdzenie 1. Niech f : [a, b] → [a, b] b¦dzie ci¡gªym odwzorowaniem, a punktem okre-
sowym f o okresie n > 3, b ∈ O+(a). Je±li k jest liczb¡ caªkowit¡ tak¡, »e fk(a) jest pierwszym
(wzgl¦dem porz¡dku na przedziale [a, b]) elementem O+(a)\{a} oraz liczby n i k s¡ wzgl¦dnie
pierwsze, to lim←−([a, b], f) jest nierozkªadalnym kontinuum.

Twierdzenie 2. Niech K = [α, β], h : K → K b¦dzie takie, »e dla pewnego c ∈ (α, β)
zachodzi h(α) = β, h(β) = c oraz h(c) = α. Niech h b¦dzie zw¦»aj¡ce na [c, β] oraz rozszerzaj¡ce
na [α, c]. Niech ponadto rozszerzanie na przedziale [α, c]. b¦dzie na tyle du»e, aby zdominowaªo
ono zw¦»anie na pozostaªej cz¦±ci przedziaªu [α, β]. Wtedy ukªad dynamiczny zwi¡zany z h i K
posiada orbit¦ g¦st¡ w K oraz:
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(1) istnieje residualny w K zbiór punktów o orbitach g¦stych w K,
(2) zbiór punktów okresowych w K jest g¦sty w K,
(3) ukªad dynamiczny posiada wªasno±¢ czuªej zale»no±ci na warunki pocz¡tkowe.

Twierdzenie 3. Niech f : [α, β]→ [α, β] b¦dzie ci¡gªe oraz:

(1) f(α) = β, f(β) = c (gdzie c ∈ (α, β)) oraz f(c) = α;
(2) istnieje punkt d ∈ (α, c) taki, »e f |[α,d] jest liniowe i o ujemnym wspóªczynniku kierun-

kowym −m1 takim, »e 0 < m1 < 1;
(3) f[d,c] jest liniowe i o ujemnym wspóªczynniku kierunkowym −m2;
(4) f[c,β] jest liniowe i o dodatnim wspóªczynniku kierunkowym m3 < 1;
(5) m2m3 > 1 oraz m1m2m3 < 1.

Wtedy {α, c, β} jest przyci¡gaj¡c¡ orbit¡ okresow¡ o okresie 3 oraz basen przyci¡gania B orbity
{α, c, β} jest g¦sty w [α, β] i zawiera przedziaª [α, d]. Ponadto, C := [α, β]\B jest niezmienniczym
dla f zbiorem Cantora, zawieraj¡cym punkty okresowe o wszystkich okresach.

Twierdzenie 4. Niech 0 < e < c < a < b < d < 1 oraz niech f : [0, 1] → [0, 1] posiada
nast¦puj¡ce wªasno±ci:

(a) f |[a,b] = [e, d],
(b) f |[c,1] : [c, 1]→ [0, 1] jest malej¡c¡ bijekcj¡,
(c) f |[0,c] jest rosn¡ca,
(d) f(c) = 1, f(0) = d = f(a), f(b) = e, f(1) = 0.

Wtedy lim←−([0, 1], f) jest albo ªukiem albo podwójn¡ topologiczn¡ krzyw¡ sin( 1
x).

4. Kilka sªów o motywacji

Rozwa»amy problem maksymalizacji funkcji u»yteczno±ci

W ({c1t, c2t}∞t=0) :=
∞∑
t=0

βtU(c1t, c2t),

gdzie:

c1t � towary kupowane za gotówk¦;
c2t � towary kupowane na kredyt;
β ∈ (0, 1) � wspóªczynnik dyskontowania;
U : R2 → R klasy C2;
y � przychód zamieniany na towary; zachodzi c1t + c2t = y;
mt � zapotrzebowanie na gotówk¦ aby naby¢ towar c1t;
pt � ceny towarów c1t i c2t.

Po wprowadzeniu dodatkowych zaªo»e« odno±nie parametrów c1t, c2t i funkcji U oraz wyko-
rzystuj¡c metod¦ mno»ników Lagrange'a otrzymamy równanie

xtU2(min(xt, c)), y −min(xt, c)) =
β

1 + θ
xt+1U1(min(xt+1, c)), y −min(xt+1, c)),

przy czym:

U1, U2 � pochodzne cz¡stkowe funkcji U ;
xt := mt

pt
;

c � jedyne rozwi¡zanie równania U1(c, y − c) = U2(c, y − c).
Oznaczaj¡c lew¡ stron¦ powy»ej równo±ci przez B i praw¡ przez A otrzymamy

B(xt) = A(xt+1).
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