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JAKUB BIELAWSKI
GRANICE ODWROTNE I ICH ZASTOSOWANIA W EKONOMII

1. Wprowadzenie

Rozwazamy réwnanie réznicowe
B(xy) = A(zi41),

ktérego rozwiazanie stanowia ciagi xg, x1, ... liczb rzeczywistych. Funkcje A i B sy ciagle
okreslone na [0,00), o wartosciach w [0, 00), 0 nastepujacych wlasnosciach:
(1) funkcja B jest rosnaca bijekcja;
(2) funkcje A i B sa liniowe i rosnace na przedziale [c,00) dla pewnej liczby dodatniej
¢; wspotczynnik kierunkowy funkcji A|[C,OO} jest mniejszy niz wspoétczynnik kierunkowy
funkeji Bl o0);
(3) na pewnym przedziale [0,b] (z b < ¢) funkcja A jest rosnaca oraz A(0) > 0 badz A jest
malejaca na [0, cl;
(4) na przedziale (b, ] funkcja A jest malejaca oraz istnieje x € (b, ¢) taki, ze A(z) = B(x).
Definiujemy z oraz  w nastepujacy sposob:
B(z) = A(0),  B(T) = A).

Interesuje nas przypadek T > c.
Definiujemy funkcje f(z) := B~! o A(z) i otrzymujemy uktad dynamiczny

zy = f(@e41)-
2. Definicje

Kontinua

o Kontinuum nazywamy zwarta spojna przestrzei metryczna.

e Kontinuum jest rozktadalne, gdy mozna je przedstawié jako sume dwdéch wiagciwych
podkontinuéw. Kontinuum nazywamy nierozktadalnym gdy nie jest kontinuum rozktadal-
nym.

Odwrotne granice
Niech k& > 0. Przez D oznaczamy {n € N:n > N} dla pewnej liczby dodatniej N.

e Dla kazdego n € D przez X, oznacziny niepusta przestrzen metryczna, natomiast przez
fn claglte odwzorowanie z X, 11 do X,,. Pare (X, f,) nazywamy ciggiem odwrotnym.

o Odwrotng granice ciagu odwrotnego stanowi podzbioér przestrzeni produktowej
[I.cp Xn o elementach x (z n-ta koordynata réwng x,) takich, ze fr(zny1) = Zn.
Odwrotna granica ciagu odwrotnego oznaczana jest przez lim(Xn, fn).

e Niech X bedzie zwarta przestrzenia metryczna, f bedzie ciagglym odwzorowaniem z X
do X. Przez X* = lim(X, f) oznaczamy odwrotna granicg ciagu odwrotnego, w ktérym
X, =X1if,=f dlakazdego n € D.

e Definiujemy odwzorowanie

1) =z, 21,-..)) = (f(20), f(21),...) = (f (o), xo, 21, )

. Odwzorowanie f* jest homeomorfizmem z X* do X*.

3. Dynamika uktadu

TWIERDZENIE 1. Niech f : [a,b] — [a,b] bedzie ciagtlym odwzorowaniem, a punktem okre-
sowym f o okresie n >3, b € O, (a). Jesli k jest liczba calkowity taka, ze f¥(a) jest pierwszym
(wzgledem porzadku na przedziale [a, b]) elementem O4(a)\{a} oraz liczby n i k sa wzglednie
plerwsze, to @([m bl, f) jest nierozktadalnym kontinuum.

TWIERDZENIE 2. Niech K = [a, ], h : K — K bedzie takie, ze dla pewnego ¢ € (a, 3)
zachodzi h(a)) = B3, h(B) = c oraz h(c) = a.. Niech h bedzie zwezajace na [c, 5] oraz rozszerzajace
na [a, c]. Niech ponadto rozszerzanie na przedziale [a, c]. bedzie na tyle duze, aby zdominowato
ono zwezanie na pozostalej czesci przedziatu [a, 8]. Wtedy uktad dynamiczny zwiazany z h i K
posiada orbite gesta w K oraz:



(1) istnieje residualny w K zbior punktow o orbitach gestych w K,
(2) zbior punktow okresowych w K jest gesty w K,
(3) uktad dynamiczny posiada wtasnosé czulej zaleznosci na warunki poczatkowe.

TWIERDZENIE 3. Niech f : o, 8] — [a, (] bedzie ciagle oraz:
(1) fla) =B, f(B) = c (gdzie ¢ € (o, B)) oraz f(c) = &
(2) istnieje punkt d € (a, ¢) taki, ze f|q,q jest liniowe i o ujemnym wspotczynniku kierun-
kowym —my takim, ze 0 < mp < 1;

(3) fla,q jest liniowe i o ujemnym wspotczynniku kierunkowym —mso;

(4) fle,3 jest liniowe i o dodatnim wspétezynniku kierunkowym mg < 1;

(5) mamg > 1 oraz mymamg < 1.
Wtedy {a, ¢, 8} jest przyciggajaca orbitg okresowa o okresie 3 oraz basen przyciggania B orbity
{a, ¢, B} jest gesty w [, (] 1 zawiera przedzial [a, d]. Ponadto, C := [a, 8]\ B jest niezmienniczym
dla f zbiorem Cantora, zawierajacym punkty okresowe o wszystkich okresach.

TWIERDZENIE 4. Niech 0 < e < ¢ < a < b < d < 1 oraz niech f : [0,1] — [0, 1] posiada
nastepujace wtasnosci:

(a) flfap) = [e, dl,

(b) fliep « [e;1] — [0,1] jest malejaca bijekcja,
(¢) flo,q jest rosnaca,
(d) fle) =1, f(0) =d = f(a), f(b) =e¢, f(1)=0.

Wtedy @([0, 1], f) jest albo tukiem albo podwdjna topologiczng krzywa sin().

z
4. Kilka stow o motywacji

Rozwazamy problem maksymalizacji funkeji uzytecznosci

oo
W({ew, cat}i=g) = Z ﬁtU(Cln Cat),
t=0
gdzie:
c1¢ — towary kupowane za gotéwke;
cor — towary kupowane na kredyt;
B € (0,1) — wspotezynnik dyskontowania;
U :R? — R klasy C?;
y — przychéd zamieniany na towary; zachodzi ¢y + cor = ¥
my — zapotrzebowanie na gotéwke aby naby¢ towar ci¢;
pr — ceny towaroéw cig 1 cat.
Po wprowadzeniu dodatkowych zatozen odnosnie parametrow ci, cop i funkeji U oraz wyko-
rzystujac metode mnoznikéw Lagrange’a otrzymamy réwnanie

. . B . )
rUs(min(xy, ¢)),y — min(zy, c)) = mﬂ«"tﬂfﬁ(mm(%ﬂ, c)),y —min(zs11,c)),
przy czym:
Uy, Uy — pochodzne czastkowe funkcji U;
Ty = Tt
Dt

¢ — jedyne rozwiazanie réwnania Ui (c,y — ¢) = Us(c,y — ¢).
Oznaczajac lewg strone powyzej rownosci przez B i prawg przez A otrzymamy

B(Q?t) = A($t+1).
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