0.1 Ekspansywno$¢ i indeks Conley’a

Definicja 0.1. S C X nazywamy izolowanym niezmienniczym zbiorem dla ciqgltego
odwzorowania f : X — X &

4 ICcX zwarty :S8=InvlCIntl

Gdzie Invl oznacza maksymalny niezmienniczy podzbior 1.
Definicja 0.2. Zbior I nazywamy izolowanym sqsiedztwem dla S.

Definicja 0.3. Dia kazdego uktadu dynamicznego f : X — X, niech funkcja
fxf: XxX — X xX bedzie okreslona wzorem (f X f)(x1,22) = (f(x1), f(22))
Niech 1, = {(z,z) € X x X} oznacza przekatng X x X.

Definicja 0.4. Funkcja f : X — X jest ekspansywna, jesli przekqima 1,, = {(z,x) €
X x X} jest izolowanym, niezmienniczym zbiorem dla

fxf: XxX—XxX.

Definicja 0.5. Niech S C X bedzie izolowanym, niezmienniczym zbiorem i zatozmy,
ze N i L takie, ze L C N sq zbiorami zwartymi. Para (N, L) jest parq indeksowq dla
S pod warunkiem, ze N i L sq domknigciami swoich wnetrz oraz zachodzq warunki:
1. cI(N \ L) jest izolowanym sqsiedztwem dla S

2. L jest sqsiedztwem dla zbioru wyjsciowego (exit set), tzn. N~ = {x € N : f(z) ¢
IntN}, w N

3. f(L)Ne(N\L)=0

Definicja 0.6. Nich Ny, bedzie przestrzeniq z punktem bazowym [L] powstalq przez
utozsamienie L z punktem [L].

Klase abstrakcji wzgledem relacji rownowaznosci nazywamy Homotopijnym indeksem
Conley’a (homotopy Conley index).

0.2 System indeksowy

Definicja 0.7. Nich I = (I; : i € Z) bedzie ciggiem zbioréw zwartych w X.
Mowimy, Ze orbita (x;) podaza za I ((x;) follows 1) <

Vi € Zx; € 1;
Definicja 0.8. Cigg I nazywamy izolowanym taricuchem sqsiedztw <
V(x;) orbity podazajacej za I mamy x; € I; dlai € Z

Definicja 0.9. Dla I izolowanego taricucha sqsiedztw niech Invy(I) C Int(Iy) ozna-
cza zbior punktow, ktorych orbity podazajq za 1, czyli

Invg = {zx € Iy : I(xa;) orbita : xog = x oraz podaia za 1}
Definicja 0.10. System indeksowy jest skoriczonym zbiorem par zwartych P = (P, =

(NayLo) :a € A)
1. ¥Ya € A3 przynajmniej jeden b € A : P, poprzedza (precedes) P,



Czyli:

a)L, jest sqsiedztwem zbioru wyjsciowego N, = (z € N, : f(z) ¢ IntNy)
w N

b)f(La) Nel(Ny \ Lp) =0

2. Dowolny ciqg (I; = cl(Ngy, \ Lq,)) : Pa, poprzedza Py,

Definicja 0.11. Mdwimy, ze skoriczony lub nieskoriczony ciqg (a;) jest dopuszczalny
(allowable), jesli odpowiada on drogq na grafie, to znaczy jezeli P,, poprzedza P,
dla wszystkich i.

i4+1

Definicja 0.12. Dla systemu indeksowego P, mozemy zdefiniowac jego zbior niezmien-
niczy jako:

Inv(P) = U Invo(I; = cl(Ng,\ L, )), gdzie sumujemy po wszytskich dopuszczalnych
ciggach (a; : i € Z).

Definicja 0.13. Niech P bedzie systemem indeksowym.
Wtedy Inv™(P) = {x : 3(z;)"_,,, gdzie vo = x i x; € cl(Ng, \ Lq,)
dla niektérych dopuszczalnych ciagow(a;)™ _, 1}

i=—m
Twierdzenie 0.14. Niech P bedzie systemem indeksowym. Wiedy Inv(P) = (,°_, Inv™(p).

Twierdzenie 0.15. Jezeli P jest system indeksowy to Inv(P) jest zwartym zbiorem
niezmienniczym.

Definicja 0.16. Niech S C X bedzie izolowanym niezmienniczym zbiorem. System
indeksowy P jest systemem indeksowym dla S jezeli Inv(P) = S.

0.3 Wyszukiwanie orbit

Definicja 0.17. Ciqg P,, ma niezerowq orbite indeksu Conle’a jesli kazde skoriczone
ztoZenie fa, 1 anx © -0 fap, am 1+ jeSt niezerowe.

Twierdzenie 0.18. Niech P bedzie systemem indeksemdla izolowanego sqsiedztwa S' i
niech (a;) bedzie ciggiem dopuszczalnym. Jesli (P,,) ma niezerowq orbite Conleya to
istieje orbita w S podazajaca za (cl(Ng, \ La,)). Jezeli f jest ekspansywna i Srednica
zbioru (cl(Ng, \ La,)) jest odpowiednio mata to ta orbita jest jedyna.

0.4 Istnienie indeksu systemowego
Twierdzenie 0.19. Niech f bedzie ekspansywna dla izolowanego, niezmienniczego

zbioru S. Wiedy istnieje system indeksowy P = {(N,, Ly)} dla S z dowolnie malq
Srednicq.



