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Niech para (X, f) oznacza odwzorowanie ci¡gªe f : X → X na przestrzeni me-
trycznej zwartej (X, d). Mówimy, »e punkt x ∈ X jest produktowo rekurencyjny
gdy jest rekurencyjny oraz dla dowolnego (Y, g) i punktu rekurencyjnego y ∈ Y
(dla g) para (x, y) jest punktem rekurencyjnym dla (X × Y, f × g).

Para punktów x, y ∈ X jest proksymalna gdy lim infn→∞ d(fn(x), fn(y)) = 0.
Punkt x jest dystalny gdy nie jest proksymalny z »adnym punktem y 6= x z domkni¦-
cia swojej orbity.

Znana jest nast¦puj¡ca charakteryzacja punktów produktowo rekurenyjnych:

Theorem 1. Punkt x ∈ X jest produktowo rekurencyjny wtedy i tylko wtedy gdy
jest dystalny.

Punkt x jest minimalny (lub jednostajnie rekurencyjny) gdy jest elementem
ukªadu minimalnego. Mo»na osªabi¢ de�nicj¦ punktu produktowo rekurencyjnego
w nast¦puj¡cy sposób. Mówimy, »e punkt x ∈ X jest sªabo produktowo rekuren-
cyjny gdy jest rekurencyjny oraz dla dowolnego ukªadu minimalnego (Y, g) i punktu
y ∈ Y (czyli punktu jednostajnie rekurencyjnego) para (x, y) jest punktem rekuren-
cyjnym dla (X × Y, f × g). Okazuje si¦, »e tak postawiona de�nicja jest istotnie
sªabsza, tzn. istniej¡ punkty które j¡ speªniaj¡ a nie s¡ dystalne.

Ukªady (X, f), (Y, g) s¡ rozª¡czne, je»eli dowolny zbiór domkni¦ty J ⊂ X ×
Y niezmienniczy dla f × g którego rzutowania na kolejne wspóªrz¦dne wynosz¡
odpowiednio X i Y (jest to tak zwane poª¡czenie) musi speªnia¢ warunek J = X×Y .

Podczas referatu

(1) Wyka»¦ zwi¡zki de�nicji ukªadów rozª¡cznych ze sªab¡ rekurencj¡ produk-
tow¡.

(2) Omówi¦ aktualnie znane klasy ukªadów które s¡ rozª¡czne z dowolnym ukªa-
dem minimalnym.

(3) Wyka»¦, »e sªabe mieszanie (a tak»e jego lokalna wersja, de�niowana poprzez
zbiory sªabo mieszaj¡ce) wraz z odpowiednimi warunkami zapewniaj¡cymi
regularne powracanie, gwarantuj¡ sªab¡ rekurencj¦ produktow¡.

(4) Przedstawi¦ przykªady ukªadów speªniaj¡cych zaªo»enia omawianych twierdze«.
W szczególno±ci przedstawi¦ przykªad punktu sªabo produktowo rekuren-
cyjnego ale nie dystalnego.

Aktualnie nast¦puj¡ce problemy s¡ otwarte:

(1) Czy ka»dy jednostajnie rekurencyjny punkt sªabo produktowo rekuren-
cyjny jest dystalny? Inaczej mówi¡c, czy w kontek±cie ukªadów minimal-
nych, sªaba rekurencja produktowa i rekurencja produktowa s¡ poj¦ciami
równowa»nymi?

(2) Jak wygl¡da peªna charakteryzacja ukªadów rozª¡cznych z dowolnym ukªa-
dem minimalnym (znane s¡ tylko pewne warunki wystarczaj¡ce przedstaw-
ione podczas referatu)?
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