Topologiczne podejscie do istnienia rozwigzan dla nielinio-
wych réwnan rézniczkowych z kawatkami stalym argumentem

1. WPROWADZENIE

Rozwazamy nieliniowe réwnania rézniczkowe z kawatkami statym ar-
gumentem (skrétowo: PCA- piecewise constant argument), czyli:

(1) u(t) = g(t) + F([t], u([t])), gdzie

[t] to cze$é catkowita liczby t, g : [a,00) — R" 1 F : [a,00) X R" — R"
sa funkcjami ciagtymi, v = (uy, ..., u,), a € N jest ustalone, natomiast
N = {0,1,...}. Ponadto przyjmujemy oznaczenie: N(a) = {a,a +
1,..} C¢N.

Definicja 1. Funkcje u(t) = (ui(t),...,un(t)) nazywamy rozwigza-
niem réwnania rézniczkowego (1), jesli spelnia nastepujgce warunki:
e u(t) jest ciggla na [a,c0);
e pochodna u(t) istnieje w kazdym punkcie [a,c0), oprécz punktow
zbioru N(a), gdzie istniejq pochodne jednostronne;
e u(t) spelnia (1) na kazdym przedziale [k, k + 1) dla wszystkich
k e N.

Dzieki ciggtosci rozwiazania u(t) dla (1), mozna tatwo uzyskaé na-
stepujaca rekurencje:

(2) Au(k) = G(k) + F(k,u(k)),
gdzie Au(k) = u(k +1) — u(k), G(k) = [ g(s)ds, k € N(a).

e Niech (2 bedzie obszarem podstawowym w euklidesowe;j (¢, u)-
przestrzeni danym przez:

Q={(t,u): V(t,u) <0},

gdzie V : [a,00) x R™ — R jest funkcja ciagla.
e Dla kazdego k € N(a) k-ta sekcja 2 w euklidesowej (k,u)-
przestrzeni nazywamy zbior:

Q(k) = {(k,u) : V(k,u) < O}

e Dla wszystkich k& € N(a) okreslamy cylinder relatywny Vy, .4
dla €2, jako:

Virsr = {(t,u) : V(t,u) <0,k <t <k+1}.
e Definiujemy odwzorowanie F : N(a) x R" — N(a) x R" przez:
F(kyu) = (k+ 1, u+ F(k,u) + G(k)).

Oczywistym jest, ze dla wszystkich k € N(a), F jest odwzoro-
waniem ciagltym z (k, u)-przestrzeni w (k + 1, u)-przestrzen.
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Definicja 2. Zalézmy, ze F : N(a) x R" — N(a) x R" jest cigglym od-
wzorowaniem z (k, u)-przestrzeni w (k+ 1, u)-przestrzen dla wszystkich
k € N(a). Niech:

dH(P)={Fo..oF(P):neN},
gdzie P € Q(a) oraz F° = id. Wtedy méwimy, ze 5T (P) jest dys-
kretng trajektorig dla P € Q(a), zgodnie z (1).

Definicja 3. Jesli A i B takie, Ze A C B sq zbiorami w przestrzeni
topologicznej oraz m : B — A jest odwzorowaniem cigglym z B w A
takim, ze w(P) = P dla wszystkich P € A, wtedy méwimy, Ze 7 jest
retrakcjqg B na A, natomiast A jest nazywane retraktem B.
Definicja 4. Zalozmy, ze u = u(t) jest rozwigzaniem (1) na przedziale
[k, k + 1) spetniajacym u(t®) = u°, gdzie (t°u’) € OViyyr i k € N.
Jesli V (t,u(t)) jest rézniczkowalna wt°, wtedy pochodng nazywamy po-
chodng odwzorowania definiujgcego V (t,u(t)) w punkcie (t°,u°)
i oznaczamy przez V(to, u®), gdzie

V(t07u0) = V(ta u)|t:t0 =
V(%) ROV (0, u0)

gdzie (g(t°) + F(k,u(k))); oznacza i-tq wspdlrzedng skladnika g(t°) +

(g(t") + F(k, u(k)))s,

Definicja 5. Punkt (t°,u°) nazywamy $cidle wyjéciowym dla
zgodnie z (1) wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego rozwigzania u = u(t)
réwnania réiniczkowego (1), spetniajgcego u(t®) = u°, istnieje male
e > 0 takie, Ze (t,u(t)) € Q dlat® —e <t < t° oraz (t,u(t)) ¢ Q dla
<t <t'+e.

2. TWIERDZENIE GLOWNE
Bedziemy rozwazac zagadnienie poczatkowe:
u(t) = g(t) + F([t], u([t]))
(3) u(a) = u”,
dla (a,u®) € Q(a).

Twierdzenie 1. Zaldzmy, ze dla kazdego k € N(a),
(1) Q(k) jest otwartym, ograniczonym i jednospdjnym podzbiorem
(k,u)-przestrzeni; (Komentarz: nalezy zalozyé, Ze 00(k) nie
jest retraktem Q(k))
(2) pochodna odwzorowania definiujgcego V (t,u) w kazdym punkcie
OV k41 jest dodatnia;
(3) istnieje retrakcja my, ze zbioru OVy g1 na 0QUk).




Wtedy istnieje rozwigzanie uw = u(t) problemu poczgtkowego (3) takie,
e (t,u(t)) € Q dla wszystkich t > a.

3. ZASTOSOWANIA

Sie¢ neuronowa z czasem cigglym, sktadajaca sie z n potaczonych
neuronow, jest opisana przez uktad réwnan rézniczkowych postaci:

da:;it) = —ai(wi(t) + 3 by (D (5 (1) + L(0),

gdzie i =1,2,....n

x;(t) oznacza potencjal neuronu i w czasie t,

a;(t) oznacza tempo z jakim neuron i przywraca swéj potencjal do

stanu spoczynku, gdy jest odizolowana od innych neuronéw i danych

wejsciowych,

fi(+) oznacza nieliniowa funkcje wyjsciowa,

b;;(t) oznacza site zaleznoséci miedzy j-tym neuronem a i-tym, wreszcie

I;(t) oznacza zewnetrzne Zzrédto danych podawanych neuronowi i.
Rozwazmy réwnania rézniczkowe z czeSciowo stalym argumentem

postaci:

@ T +Zb” )y (1) + )

Dzieki ciaglosci rozwiazania réwnania (7), otrzymujemy klase sieci neu-
ronowych z czasem dyskretnym typu:

k+1
(5)  Awi(k) = —ailh +wa i)+ [ H,

gdziei =1,2,...,n, k € N.

Definicja 6. Dziedzine podstawowqg Po w (t, x)-przestrzeni nazywamy
zbiorem wieloSciennym, jesli istniejqg funkcje ciggle o wartosciach
rzeczywistych py (t, ), po(t, x), ..., un(t, ) takie, Ze:

Po={(t,z) : pi(t,x) <0,i=1,2,....n oraz t>0}.
gdzie p;(t,x) = (x; — oy (b)) (z; — 5i(t)), © = (21, X2, ..., Tp), i(t) < Bi(t)

sq funkcjami cigglymi zdefiniowanymi na przedziale [0,00), gdzie i =
1,2,...n

Definicja 7. Zbior wieloScienny Pq nazywamy regularnym zgodnie z
(4), jesli pochodna odwzorowania definiujacego ;(t, x) jest dodatnia dla
wszystkich punktow brzequ Vi i1, gdzie i = 1,2,....,n oraz k € N(a).

Dla wszystkich & € N definiujemy k-tg sekcje Pq, jako Pq(k) =
Pali=r oraz cylinder relatywny na [k, k + 1] dla Pgq, jako:

Vk,kJrl :{(t,$> GngSiSk—i—l}



Ponadto definiujemy:
Li={(t,x) : p(t,x) =0 oraz p;(t,z) <0,j=1,2,..,n,t>0}.
Wtedy brzegi Pq(k) oraz Vi ;41 sa dane odpowiednio przez:

OPq(k) = {(t,z) € U Lt =k},

OVipr = {(t,z) e | JLit k<t <k+1}.
i=1
Twierdzenie 2. Zalézmy, ze wielosScienny zbior Pq jest reqularny dla
(4). Wtedy istnieje ciggle rozwigzanie (4) takie, ze dla t € [0,00) oraz
1=1,2,...,n,



